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Komplexe Zahlen in der Gaul3‘'schen Zahlenebene

Es gilt: i? = -1
Eine Komplexe Zahl z besteht aus einem Realteil Re(z) und einem Imaginarteil Im(z) :
z=Re(z) +i*Im(z) = a+ bi

Eine Moglichkeit, die komplexe Zahl als Vektor darzustellen ist die Im 4
Verwendung der Gaul3sche Zahlenebene, bei der der Realteil auf der z=a+bi=re'®
Abzisse, der Imaginarteil auf der Ordinate dargestellt wird. 2

Somit lasst sich die Zahl z auch in Polarkoordinaten unter
Verwendung des Winkels ¢ und des Betrages |z| = r darstellen:

b< 1+
a = cos(p) *xr
b= sin(p) *r , , , ¢ . o
=z = cos(p) *r + i *sin(@) *r =1 * (cos(¢) + i * sin(p)) -3 —2 -1 0 1 2 3 Re

Unter Verwendung der Euler'schen Formel:
e'? = cos(p) + i * sin(¢p) o1

Ergibt sich: z = 1 * e'?
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Multiplikation von komplexen Zahlen

Es sollen die beiden Komplexen Zahlen multipliziert werden
Zy=a,+ by xi=1 e

Zz=a2+b2*l’=r2*eup

Z1 *Zy = (Cll arF b1 a8 l) B2 (az aF bz a8 l) = a1b1 aF albzi arF blazi arF blbziz = (a1b1 — blbz) arF (a1b2 arF blaz)i

&1
A Besonders interessant ist hierbei die Verwendung der Gaul3‘schen Zahlenebene:
Za =2z %2, =11 % e xry ke = (1] x1y)elPe™ = (1 * 1) el (@) =y x ol
¢ = Es werden also beim Multiplizieren die Winkel addiert und die Betrage multipliziert !!
Y
>
Re
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Beschreibung einer harmonischen Schwingung durch komplexe
Zahlen

Im

z=a+bi=re'*

Die Elogation einer harmonischen Schwingung kann
mithilfe der komplexen Zahl z(t) = |z| * e!*®t
beschrieben werden. Dabei wird die Elogation als
physikalisch messbare Grof3e nur durch den
Realteil Re(z) beschrieben. Ahnlich wie im
Zeigermodell kann der Realteil als vertikale

Projektion des drehenden Vektors z betrachtet
werden. Selbstredend gibt der Winkel ¢ = wt den
Phasenwinkel und der Betrag |z| der komplexen
Zahl die maximale Elogation an.
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Angeregtes gedampftes System

M m k/2 Abb. 2.31. Mechanische Realisierung des
I—L—' gedampften harmonischen Oszillators unter dem
/ Einfluss einer duBeren Kraft
Es soll ein gedampftes Schwingungssystem, das durch eine auBere Kraft periodisch angeregt wird durch
Eine Rechnung mit komplexen Zahlen betrachtet werden. Die hier vorgestellten Rechnungen sind hauptsachlich

Dem Buch ,klassische Mechanik” von Prof. Nolting entnommen Die Nummerierung der Formeln in dieser Prasentation
richten sich nach den Nummerierungen im Buch von Prof. Nolting !!
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Angereqtes gedampftes System

k/2 m k/2
Oy

™,

Reibung:

FReibung =ax*xz

a

P =2m

m

Anregende Kraft:

— it
FAnregung = f *xe

Abb. 2.31. Mechanische Realisierung des
gedampften harmonischen Oszillators unter dem
Einfluss einer duB3eren Kraft

Kraftegleichgewicht:

mi+axz+kxz=fxel®t

. 20 |k .

SZ+—*x72+—*xz=—xe?
2m m m

f o et

7+ 2% 7+ we’xz="—xe
m

Charakterisierung der Eigenfrequenz:

(1)0=
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LOosen der DGL

Folgende Differentialgleichung muss gelost werden:

<:>2'+2,8*Z'+a)02*2=%*eim (2.189)

Da das angeregte System nach einer Einschwingzeit dem anregenden Kraft folgen wird, liegt folgender Ansatz
nahe:
z(t) = A  e'®t A ist komplex !!
z(t) = A = iwe'®t
i(t) = Axi2@%e'®t = Ax (—1)@?%e'® = —A x w2e'®"

Werden die Funktionen in die Gleichung (2.189) eingesetzt, ergibt sich:
—A * 2Pt + 2B(A * iwe'®) + wo? * A * Pt = % * elot
& [A(=@? + 2Biw + wy?)]e'®t = % * glot
A(—@? + 2Biw + wy?) —% el®t = (
Da e!®t # 0 muss gelten:

A(—@? + 2Piw + wy?) —% =0
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LOosen der DGL (i)

Da e!®t = 0 muss gelten:

A(—@? + 2Biw + wy?) — I 0
m
4 f 1 f 1 f 1 f 1 (@0%—wy?) + 2Biw
= — %k = —— X% = —— %k = — — X% *
m (—w?+ 2Biw + wy?) m (w? —2Biw — wy?) m (W?—wy?) — 2Biw m (W?—wy?) — 2Biw (W?—wy?) + 2Biw

f (@°—wo?) + 2Biw
m (@2 — we?)? — (2Bi@)?

(@°~we®) +2piw  f (@%2—wy?) + 2Biw
(@% — wy?)? —i2(2B@)% “m (@ - wo?)* + (2P w)?

I,
m

i (@*=wy?) f 2w :
- <‘E<az —wo2)? + (23@)2> - (‘E " @7 —w2)? + (2ﬁ5)2>l
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LOosen der DGL (i)

Da A eine komplexe Zahl ist, kann sie auch in der Form A = |A|ei‘7’ dargestellt werden
Dabei gilt fir

- Der Maximalelogationsbetrag

2 2 f B2 — a2 2 f - 2
Al = \/(Re(A)) + (Im(4))” = \/(_E(mz—fOZ);f(z)ﬁm)Z) i (_E * (mz—wozzf;i(zﬁm)z)

f (@% — w,?)? , (2B@)? f [ @ = w)? + (2B)?
M (@2 — we?)? + 28@)2)° (@2 — we?)? + 26®)2)° ™ (@2 — wo?)? + (2B@)?)"

mA\| (@2-wo?)?*+(2p®)?

=LJ = (2.191)

- Der Phasenwinkel ¢@:

i 28®
_\ __ Im(A) _ ( mT((BZ—m 2)2+(2/3(T))2> _ 2Bw
tan(p) = 275 = ( PR >—52_w02 (2.193)
M(@2-w02)” +(2B0)?

/\N\r\ La b Fahrzeugakustik - Einfuhrung- FH Koln, Prof. Dr.-Ing. Rainer Haas - Faculty of Automotive Systems and Production
.



* seses Fachhochschule Kéin
EEE:: Cologne University of Applied Sciences

LOosen der DGL (iii)
Somit ergibt sich fur die komplexe Zahl A:

( 2B®
A = |A|el¢ == f \/ 1 el(az—woz)

m | (@2 — wo2)? + 2B@)Z|

Daraus folgt dann die spezielle Lésung der Differentialgleichung (2.189) zu:

) —
_ iot — |1 w?-wo iwt
PO = A= i [@ = w7 + @pay| " v

Natdrlich muss fir die komplette Lésung der Differentialgleichung auch die Losung der homogenen
Differentialgleichung betrachtet werden:

Zinh (t) = Zpom (t) + 2o(t)

Die homogene Differentialgleichung betrachtet das eigentliche unangeregte gedampfte Schwingungssystem. Aufgrund
der Dampfung konvergiert jedoch die Amplitude und damit die L6sung der homogenen DGL gegen 0. Betrachtet man
das komplette angeregte Schwingungssystem flr Zeiten nach dem Einschwingvorgang, kann der Anteil der
homogenen DGL z,,,,(t) vernachlassigt werden, sodass die inhomogene DGL (2.189) nur durch die spezielle Lésung

zy(t) beschrieben werden kann.
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Analyse der Losung der DGL

( 2B®
Zo(t) = A x ot = f \/ ! * el(‘f’z—woz) * el

m (@2 — we?)? + 2®)2

- Die maximale Elogation :

f 1
Al =L /
4] m\/(az_w02)2+(236)2 Al

Besonders interessant ist hier der Fall einer fehlenden Dampfung 3.
In diesem Fall konvergiert der Bruch unter der Wurzel ins
Unendliche, wenn die Anregungsfrequenz @ und die
Eigenfrequenz w, gleich sind . Dies bedeutet, dass die maximale
Elogation unendlich grof3 ist. Man spricht dabei dann von der
Resonanz-Katastrophe, weil das System mit immer grol3er
werdender Amplitude schwingt, bis es sich selbst zerstort.

Um die Anregungsfrequenz fiir die maximale Amplitude bei einem
gedampften System zu ermitteln, muss die Funktion |A|(@) auf
Extrema untersucht werden:

d|Al

E=0 :>5=\/(1)02—2ﬁ2

flk

@ @
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Analyse der Losung der DGL

[ 2B®
20(®) = 4 x et = |L j ; o) , ot

m | (@2 — wo2)? + 2B@)2|

- Der Phasenwinkel:

28®

I R o,
Zo(t) = A% e'®t = |A| x e \@%-w0?/ x e!®t = |A| % ¢ \@*-wo

Es zeigt sich an der Summe im Exponenten der e-Fkt (Vgl. Folie 3), dass die Funktion z,(t) ebenso wie die Anregungsfunktion mit
2B

(T)Z

der Frequenz @ schwingt, allerdings um den Winkel ¢ = o > phasenverschoben ist.
0

—wW

a A
Geht die Anregungsfrequenz @ gegen 0, zeigt das 320 .
Schwingungssystem keine Resonanz, sondern bewegt sich mit S p=t ©o -
der Anregung

Geht die Anregungsfrequenzins Unendliche, fihrt das System
Aufgrund der Impulserhaltung genau die Gegenbewegung aus

—ﬂ;’fz
Liegt Resonanzfrequenz vor, existiert eine Phasenverschiebung

/A
von -
2
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